Algebra z geometrig - zadania na ¢wiczenia
seria 4

Zadania ,,obowigzkowe”:

1. Niech f bedzie baza przestrzeni V = R3. Znajdz elementy bazy dualnej f* przestrzeni V*,
jesli

a) f1 = {é}7f2: {é}’f?’: [ﬂ, b) fi= {(H»b: [S}JCSZ [7(1)1};
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2. Sprawdzié, ze V := R* jest suma prosta podprzestrzeni Vi i Va. Znalezé odpowiadajace temu
rozkladowi rzuty P, na Vj oraz P, na Vs, jedli

1
(a) Vlzker[(l)gl(l)fl}, VQ:Im{ ) é};
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3. Niech V' = R3[|, okreslmy formy liniowe ¢1, ¢2, @3, ps € V* wzorami

$1(v) :=v(1), ¢2(v) :=v(2), ¢3(v) :=v(0), ¢a(v) :=1(0).

a) Znalezé baze ey, es, e3, e4 przestrzeni V dualng do ¢1, ¢s, @3, ¢4.

¢) Znalez¢ rozklad v € V* w bazie ¢1, ¢o, d3, ¢4 jesli (v) := v(—2).

d) Przedstawi¢ D*¢, jako kombinacje liniowa ¢1, 2, ¢3, ¢4, jesli D € End(V) jest opera-
torem rézniczkowania: D(v) := 0.

)

b) Znalezé rozklad w € V w bazie ey, es, €3, €4 jesli w(t) := 3 + 2t2.
)
)

4. W przestrzeni R? dane sg formy dwuliniowe:

(a) b(Z,¥) = z1y1 + 4x2y1 — 23y3
(b) b(fa g) = x1Y1 + 221y2 + droys — 4aoys

Znalezé macierze tych form w bazie standardowej w R? oraz rozklady na sume formy sy-
metrycznej i antysymetrycznej. Nastepnie znalez¢ formy kwadratowe odpowiadajace powyz-
szym formom dwuliniowym.

Zadania ,rezerwowe” - w razie jakby bylo ,,obowigzkowych” za malo:

1. Macierz odwzorowania T' € End(R*) w bazie standardowej dana jest wzorem:

-1 0 0 0
6 -1 0 -3
= 3 0 2 0
-6 0 0 2

(a) Sprawdzié, ze jej wielomian charakterystyczny T to wp(A) = (A + 1)2 (A= 2)2.

(b) Znalezé wartosci wlasne i wektory wlasne T'.

(c) Znalezé¢ macierz Q, taka ze T = QDQ ™!, gdzie D jest macierza diagonalng (zdiagona-
lizowaé T).

(d) Znalezé rozktad R* na sume prosta dwéch podprzestrzeni whasnych T
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2. Znalez¢ macierz formy kwadratowej Q w bazie [—;3] , {—12} , [}2} , jesli forma Q: R? — R
dana jest wzorem:



(a) Q(T) = 2% + 23 — 23 + 23129 — 2273

. Niech V :=Ry[-]. Sprawdzi¢, ze Q: V — R, Q(w) := fol w(t?)(1 — t)dt jest forma kwadra-
towa. Obliczy¢ b(u,v), jesli u(t) = (t +2)2, v(t) = (t — 2)?, gdzie b jest symetryczna forma
dwuliniowa odpowiadajaca Q. Znalezé macierz [Q]. formy Q w bazie jednomianéw 1,t, 2.

m2 x

. Sprawdzi¢, ze baza dualna do bazy e = (1,2, %, ..., %) w R, [z] jest dana przez e} (w) =
w®(0) dla k = 1,...,n. Uzasadnié, ze w =y ,_,w® (0)%;
(wzdr Taylora dla wielomianéw).

. Zmalezé wspohrzedne formy liniowej ¢ € (R®)* w bazie f*, gdzie f = (e; + e2 — e3,3e; —
€2, —2ey + e3) jest baza w R3, jedli

a) ¢(x) =x1 + 22 +x3; b) ¢lx) =211 — 29 —x3; ) P(x) = 201 — 229 + 323;

. Niech V = R3. Sprawdzié, ze ¢1, ¢a, b3 € V* dane wzorem ¢ (z) = —x1 + 229 + 23 — kay,,
gdzie k = 1,2, 3 sa liniowo niezalezne. Znalezé macierz F* w tej bazie, jedli F': V — V dane

jest wzorem
T2 x1 —T1+T2

a)FF;}:[m}, b)F[acz]:{ 205125 }

1 3 x1—3x2—2x3

. Operator F € L(R"*! R,,[-]) zdefiniowany jest nastepujaco:

Zo

(F(x))(t) := wo + 1t + 291> + ... 2pt" dlaz = [ :

Tn

c R7l+1

Znalezé F*(¢) € (R"1)* = R, 41, jesli ¢ € R,,[-]* jest forma okreélona wzorem:
b
a‘) <¢,U> = U(Q)a b) <¢a U> = U(_tO)v C) <¢a U) = tOU/(2t0)7 d) <¢7’U> = / U(t)dt

. W przestrzeni R? dane sa formy dwuliniowe:

(a) b(f, g) =3x1y1 + T1Y2 — 222Y3
(b) b(Z,¥) = 4z1y1 — 221Y2 — 272Y1 + 8T2Y2
Znalezé macierze tych form w bazie standardowej w R? oraz rozklady na sume formy sy-

metrycznej i antysymetrycznej. Nastepnie znalez¢ formy kwadratowe odpowiadajace powyz-
szym formom dwuliniowym.
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. Zmalez¢é macierz formy kwadratowej Q w bazie [éB] , {22} , [32} , jedli forma Q: R? — R

dana jest wzorem:
(a) Q(F) = 22 + 22 + 423 + 27129 + 62273 + 42173
(b) Q(f) =x12x9 — 4x123 + 3T223



